Transformagoes sobre Escalares, Vetores e Matrizes
Vetores (Tensores de Rank 1)

Considere um vetor V. Em termos de vetores de base, temos:
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usando uma notagao alternativa para os vetores da base.
Aplicando a transformacgéo M sobre os vetores da base, teremos o efeito desta em V:
MV = M(V,1 + Vyj) =V.Mi + Vny.

Da mesma forma, vendo o vetor como uma matrix coluna: V = V,»q, e a transformacao é vista
como uma matrix quadrada: M = M,,«,, o resultado sera o produto matricial MV

Diz-se, entéo, que a transformagéo de um vetor se da pela agao (produto) da matrix de
transformacéo nas componentes do vetor:
1,11 = Mnnvnl-

Escalares (Tensores de Rank 0)

Considere um escalar, s. Ele € apenas um numero em um ponto, sem "forma geométrica". Assim,
umtransformagao nao causa nenhuma mudanga em s. Por isso nada acontece com as
componentes de V, acima.

Matrizes (Tensores de Rank 2)
Escalar — Vetor — Tensor

ponto — seta— 7?77
numero — v.coluna — matriz

Agora vamos inventar um objeto geométrico diferente.

Assim como escalares ndo tem "base", e vetores usam vetores de base Xe /y\ vamos criar um
novo elemento geometrico que utiliza dois vetores de base lado a lado:

(esses objetos chamam-se diadicas) por exemplo:
T=aXx +bXy +cyx +dyy.

Este objeto geométrico (seja la o que ele for) pode ser convenientemente escrito como uma matriz!



Normalmente tensores sdo usados em conjunto com vetores, operando um tensor num vetor,

obtemos outro vetor:
TA=B—>ab xzax+by.
cdfly cx +dy

Como esse objeto se transformaria??
Basta aplicar as transformacodes nos vetores da base! Por exemplo, considere a diadica de base

Xy,
M@E)) & (MR)(M) = 37

Escrevendo em formato matricial, podemo deixar isso muito mais claro.
As bases podem ser expressar por produtos matriciais, por exemplo:
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note que o vetor 37 esta transposto.
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Digamos que vamos operar a transformagédo M = [ 20 ] em Xy. Primeiro fazemos um a um:
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ou matricialmente, usando o transposto:

= (IR -l - (35) -

Isso fica mais facil se usarmos a representagao matricial das diadicas.
Veja que: (AB)T = BTAT.
Notarmos que a multiplicagao do termo da direita tem que ser via o transposto da transformacao:

% = 01 SR =T = MTMT = 010102} _100 = 2%
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Assim, considerando a matriz quadrada A,x, como um objeto geométrico (Tensor de rank 2 em n
dimensodes), a transformacao é definida como:

A = MAMT.



Exemplos de tensores de rank 2 sdo o Tensor de tensédo, o tensor de cisalhamento, elasticidade.

Tensores Rank 2 de Transformacao de vetores
Além das diadicas apresentadas assima, que basicamente se comportam como dois vetores

colocados lado-a-lado (usando o transposto), existe uma outra forma de tensor de rank 2
(matrizes) que representam, elas memas, transformacdes de vetores:

Y = MX,
por exemplo, as préprias matrizes que estao realizando as transformacdées definias acima.

Para que elas transformem de forma correta, a equacao de transformacéao precisa ser
ligeiramente modificada, ao invés da matriz transposta, usamos a matriz inversa:

M = WMW,
onde M é a matriz que eu quero transformar, e W é a matriz de transformacao.
Resumindo, existem dois tipos de transformacdes de matrizes (tensores de rank 2):
T = MTM?,
M = WMW™.
Transformagodes ortogonais

Existe um tipo de transformagéo especial chamada "transformacgao ortogonal”. Ela n&o causa

mudanca entre os angulos entre os vetores da base, ou seja, no caso dos vetores 7, j, k, que sdo
ortogonais entre si, eles continuariam ortogonais depois da transformagao.
Na verdade elas sao as "rotacdes", e também reflexdes.

A propriedade basica de toda transformacgé&o ortogonal, ou matriz ortogonal O é que:

o'=0"
a matriz inversa € a prépria matriz transposta:
OT0=00" =1

Ex. uma rotagdo em 2D de um angulo 6 é dada por:

cos@ —sin O
Rg =
sin@ cos0

A transformacéo inversa é gerada pela rotagdo de um angulo —6:

1 cos(—0) —sin(-0) cos 6 sinf T
RQ = R_@ = . = . = RQ,
sin(—0) cos(-0) —sin 6 cos 6
que é a transposta.
Isso vale para todos os casos de matrizes ortogonais.



Diagonalizagao

Para qualquer matriz quadrada sempre existe uma transformacao que a leva para uma forma
Unica diagonal:

0
M= a b D= e1 |
c d 0 e
onde M e D sao relacionados por:
D = PMP™L.

Pode-se mostrar que a matriz D é Unica (exceto pela ordem dos coeficientes e e e5).



